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            Escuela Universitaria de Negocios



 Estadística Aplicada I

GUÍA DE PRÁCTICAS N° 3 : Estimación de parámetros

ESTIMACIÓN PUNTUAL
1. Sea X1 , X2  dos variables  aleatorias independientes tales que Xi ( N(µ,(²). Dado los siguientes estadísticos:
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a) ¿Cuáles de estos estadísticos son estimadores insesgados de la media ( = µ ?

Solución
En todos los casos debemos probar que 
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a) 
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En consecuencia, el primero, el segundo y el último, son estimadores insesgados de µ.

2. Sea X1, X2, ..., Xn1 una muestra aleatoria de tamaño n1, extraída de una población N(µ1, (1²). Sea Y1, Y2, ..., Yn2 otra muestra de tamaño n2, extraída de una población N(µ2, (2²).  

a) ¿ Es 
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 un estimador insesgado de 
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En efecto, tomando esperanza a ambos miembros: 
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b) Es 
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un estimador insesgado de 
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Demuestre que sí es un estimador insesgado aplicando propiedades de esperanza a 
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 y sabiendo que E(p) = (.
Solución:
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c) Si
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  un estimador INSESGADO ( = (²?
3. Sea Z1, Z2, ..., Z5 una muestra aleatoria extraída de una población N(μ, σ²).

Sean los estadísticos: 
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¿Ambos estadísticos son estimadores insesgados de μ?
Solución

Por definición, si E(
[image: image22.wmf]q
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 entonces 
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Tomemos esperanza al primer estadístico: E(
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Como 
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Según esto, 
[image: image33.wmf]Z

   es un estimador insesgado de μ.

En cuanto al segundo estadístico:

Tomemos esperanza a ambos miembros:

E(
[image: image34.wmf]q
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Luego 
[image: image37.wmf]q
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2    es  también un estimador insesgado de  μ.

4. De una población N(μ, σ²) se escogen dos muestras aleatorias independientes de tamaños n1 y n2. Sean 
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2   las medias de las muestras y 
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a) Si 
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 ¿es esta estadística un estimador insesgado  de μ?.

b) Si 
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 ¿es esta estadística un estimador insesgado de σ²?
Solución

a) Para que 
[image: image44.wmf]X

sea un estimador insesgado de μ, debemos probar que 
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En efecto
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b) Tomando esperanza a la ecuación, tenemos
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 En cada uno de los términos debemos obtener la variable 
[image: image49.wmf]c
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(n-1). Para ello, a cada término debemos multiplicar y dividir por (². Según esto,
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[image: image51.wmf]²
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5. Para estimar el parámetro 1/( de la distribución exponencial se toman muestras aleatorias de 4 observaciones X1 , X2 , X3 , X4. y se proponen los siguientes estimadores:
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     Nota:  E(X)  =  (       V(X)  =  (2

¿Cuál es mejor estimador tomando en cuenta el insesgamiento ?

Solución
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Ambos son estimadores insesgados de 
[image: image56.wmf]b


6. Una variable X tiene distribución uniforme en el intervalo (( , ( + 2). Para estimar ( se toman muestras de n elementos y se propone a : 
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a) ¿Es 
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 un estimador insesgado de ( ?. Compruebe

b) Hallar la varianza de 
[image: image59.wmf]q
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Solución

a) Puesto que el estimador está en función de la media muestral, entonces le media en una 

distribución uniforme es 
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Esto implica que E(
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b) 
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7. Sean 
[image: image64.wmf]X

1 y  
[image: image65.wmf]X

2   son las medias de dos muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 escogidas de una población con distribución de Poisson, de parámetro ( = λ, 

a) Probar que la estadística 
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   ¿es un estimador insesgado de λ?

b) Pruebe que la varianza de este estimador es igual a 
[image: image67.wmf]n
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Solución

a) Para que
[image: image68.wmf]q
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 sea un estimador insesgado de ( = λ se debe cumplir que E(
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) = ( = λ

En efecto 
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Como 
[image: image71.wmf]l
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 en el caso de una distribución de Poisson, entonces
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 es un estimador insesgado de (
b) Aplicando varianza miembro a miembro tenemos  
[image: image74.wmf]]
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[image: image75.wmf])
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[image: image76.wmf]n
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 ya que en Poisson µ = (² = (
8. Sea 
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 un estimador de ( = µ. Demuestre que 
[image: image78.wmf]q
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 es un estimador consistente de ( = µ.


Solución


Para que el estadístico sea un estimador consistente del parámetro, se debe cumplir:
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Para ello debemos hallar la esperanza y varianza del estadístico y luego tomarle el límite 
cuando n tiende a infinito


En efecto:


Tomando esperanza: 
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m

m

q

=

+

=

+

=

+

=

Ù

3

2

3

1

)]

(

3

2

)

(

3

1

]

3

2

3

1

[

)

(

2

1

2

1

X

X

X

X

E

E

E

E


Y  
[image: image81.wmf]m

m

q

=

=

¥

®

Ù

¥

®

Lim

Lim

n

n

E

)

(


Por otro lado 
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Luego, es cierto que 
[image: image84.wmf]X
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 es un estimador consistente de ( = µ.

9. Sea X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de una población N(µ, (²).

a) Demostrar que 
[image: image85.wmf](
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 es un estimador consistente de (².

b) Demostrar que 
[image: image86.wmf](
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 es un estimador sesgado pero consistente de (².
Solución

a) 
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Tomando límites, cuando n tiende al infinito:



[image: image88.wmf]²

²

²)

(

s

s

=

=

¥

®

¥

®

Lim

Lim

n

n

s

E


La primera condición se cumple.


Calculemos ahora la varianza:
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Tomando límites, tendremos:
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   Como la segunda condición también se cumple, 
entonces s² es un estimador consistente de (².

b) Seguiremos los mismos pasos que en a)
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Tomando límites a ambos extremos: 
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La primera condición se cumple
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Tomando límites: 
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Luego 
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 es un estimador consistente de (² (a pesar de no ser insesgado).

10. Sea X una variable con distribución de Poisson, de parámetro (. Si X1, X2, …, Xn es una muestra aleatoria extraída de esta población, ¿es el estadístico 
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 un estimador consistente de la media poblacional? Es un estimador consistente de la varianza poblacional, dicho estadístico?

Solución
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Luego dicho estadístico sí es un estimador consistente de la media poblacional.


Como la varianza es igual al parámetro y éste es igual a la media, entonces se puede probar 
que dicho estimador es también un estimador consistente de la varianza poblacional
11. Sea X1, X2, X3, X4 , X5  una  muestra aleatoria extraída de una población N(μ, σ²) y sean las estadísticas 
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Solución

Paso1: Primero probaremos si son insesgados, encontrando E(T1)   y  E(T2 )

Paso 2: Obtendremos V(T1)   y  V(T2 )

Paso 3: Comparar las dos varianzas. La de menor varianza será el más eficiente.

En efecto: E(T1) =
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E(T2 ) = 
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Según esto, ambos estadísticos son estimadores insesgados.

Calculemos sus varianzas: 
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Se puede apreciar que T2 es un estimador más eficiente pues es insesgado y de menor varianza que T1.
12. Sea X1, X2, X3 una  muestra aleatoria de cualquier población con μ y σ² = 1. De los siguientes estimadores de μ:
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a) ¿Cuáles son estimadores insesgados de μ?

b) ¿Cuál es el estimador de varianza mínima?

Solución

Veamos si son insesgados:
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m

m

m

m

=

+

+

=

+

+

=

Ù

)

(

3

1

)]

(

3

1

[

)

(

3

3

1

2

X

X

X

E

E



[image: image108.wmf]m

m

m

m

m

12

9

3

1

6

1

4

1

]

3

1

6

1

4

1

[

)

(

3

2

1

3

=

+

+

=

+

+

=

Ù

X

X

X

E

E


Los dos primeros son insesgados; por tanto calcularemos la varianza sólo de los que son insesgados:
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[image: image110.wmf]²
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Sin duda 
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13. Sea X1, X2, X3, X4 una  muestra aleatoria de cualquier población con μ y σ² sus parámetros. ¿Cuál de los dos estadísticos que se definen a continuación, es el estimador de μ  más eficiente?.
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Solución

Primero debemos probar si son insesgados, encontrando E(
[image: image113.wmf]q
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Ambos son insesgados? 
Sí son insesgados los dos estimadores.

Ahora debemos obtener la varianza de cada uno de ellos; es decir, debemos encontrar V(
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Cuál de ellos tiene menor varianza? . Sin duda el primer estimador


Luego el primer estimador es un estimador eficiente de μ ya que es insesgado y de varianza 
mínima.
14. Sea X1, X2, X3 una  muestra aleatoria de cualquier población con μ y σ² = 1. De los siguientes estimadores de μ:
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a) ¿Cuáles son estimadores insesgado de μ?

b) ¿Cuál es el estimador de varianza mínima?

15. Sea X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de una población cuyo parámetro es (. Sea 
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Primera forma: Usemos la definición

P(X = x / T = t ) = 
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Como Xi ( P(() ( µ = E(Xi) = (. Si 
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Por otro lado, 
[image: image129.wmf]!

!

...

!

!

)

,...

,

(

,

;

(

1

2

1

1

1

1

2

1

x

e

x

e

x

e

x

e

x

x

x

x

n

n

n

n

X

X

X

t

X

P

P

å

-

=

=

l

l

l

l

l

l

l

l

l


Luego 
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Siendo la función resultante, independiente del parámetro (, entonces la estadística 
[image: image131.wmf]å
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Segunda forma: Usemos el teorema de la factorización

En este caso hallaremos primero la función de densidad conjunta y trataremos de descomponerla factorizándola en por lo menos dos factores, f(x;() = g(x; ().h(x), uno de los cuales h(x), debe ser independiente del parámetro en cuestión. Si es así, diremos que la estadística que forme parte de g(x; () constituirá una estadística suficiente de (.

En efecto:
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Si 
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16. Sea X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de una población cuya función de densidad es f(x; () = (x(-1 , 0 < x < 1; ( > 0. Hallar una estadística suficiente para (.
Solución

Usemos el teorema de la factorización.
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Si hacemos 
[image: image136.wmf]Õ
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entonces  
[image: image137.wmf]Õ
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17. Sea X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de una población cuya función de densidad es f(x; () = (e-(x , 0 < x < 1; ( > 0. Hallar una estadística suficiente para (.
Solución

Encontremos primero la distribución conjunta, f(X1, X2, …Xn; ()
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Hemos logrado descomponerla en g(x; () =
[image: image139.wmf]e
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Por lo que  
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18. Sea X una variable aleatoria con función de densidad f(x; () = (e-(x x > 0; ( > 0. Si  X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de la población, obtenga un estimador de ( por el método de los momentos.
Solución

Puesto que la población dada sólo tiene un parámetro, ( = (, deberemos resolver sólo una ecuación. Para ello empezamos obteniendo el primer momento muestral y poblacional:
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(2)

En realidad no era necesario integrar puesto que, siendo exponencial la función dada, por propiedades E(X) = 1/(.

Ahora, formando la ecuación (1) = (2), obtenemos: 
[image: image143.wmf]X
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19. Dada la función de densidad poblacional 
[image: image145.wmf]a
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. Estímese ( por el método de los momentos. Si se tiene una muestra de los ingresos de un  vendedor de esta población, durante tres meses son: 1250, 1450, 1380; estime el parámetro a partir de esta muestra.

Solución

Momento muestral de orden 1: 
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Momento poblacional de orden 1: 
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Igualando ambos momentos obtenemos 
[image: image148.wmf]X
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Observación:

Si la muestra fuera de tamaño 2, el estimador de ( = 3(X1+X2+X3)/2

20. Sea  X1, X2, …, Xn una muestra aleatoria extraída de la población 
[image: image149.wmf]²)
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Solución

Puesto que la población posee dos parámetros, deberemos resolver dos ecuaciones:

Momento muestral de orden 1: 
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Momento poblacional de orden 1: 
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, puesto que la población es normal.

Igualando los dos términos obtenemos: 
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Momento muestral de orden 2: 
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Momento poblacional de orden 2: 
[image: image154.wmf])
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(2)

Igualando (1) y (2): 
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21. Si X1, X2, …, Xn es una muestra aleatoria extraída de una población es exponencial con f(x; () su función de densidad, obtenga un estimador máximo verosímil para ( = (
Solución

Si X1 ( E((), entonces 
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Usando el procedimiento:

1: L(X;() = L(X1, X2 , … Xn; () = 
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2: Ln[L(X;()] = n Ln ( - ( ( X

3: Como sólo tenemos um parámetro, derivamos respecto a (. 
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4: Igualando a cero: 
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El EMV de ( es 
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22. Si X1, X2, …, Xn es una muestra de tamaño n, con Xi (N(µ, (²), obtenga el EMV para µ y (².

Solución

Puesto que 
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La f. de ver. L(X; µ,(²) 
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Ln [ L(X; µ,(²) ] = 
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Derivando respecto a µ: 
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Igualando a cero: ((X - µ ) = 0, simplificando (X  - n µ = 0  de donde 
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Derivando respecto a (²: 
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Igualando a 0 y despejando (². 
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Luego los estimadores MEV de µ y (² son: 
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23. Si X1, X2, …, Xn es una muestra aleatoria extraída de una población con función de densidad f(x; (1, (2)  
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a) Hallar una estadística suficiente para ( = ((1, (2 )

b) Obtener el EMV para 1/(2  suponiendo que (1 es conocido.
Solución

a) Recordemos que para obtener una estadística suficiente para un parámetro debemos encontrar la función de distribución conjunta de X. Esta función es equivalente a encontrar la función de verosimilitud. Por lo que 


F(X1, X2, …, Xn; (1, (2 ) = 
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Desdoblemos en dos factores g(X; () y h(x)


= 
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Según esto, 
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=

i

X

T

1

 es una estadística suficiente.

b) La función de verosimilitud: L(X; (1, (2 ) = 
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Tomando logaritmo: Ln[L(X; (1, (2 )] = 
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Derivando respecto a (2 e igualando a cero ( sabiendo que (1 es conocido):
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24. Sea Yi = A + BXi + ei el modelo lineal en donde Y constituye la variable explicada y X, la variable explicativa. Supongamos que X1, X2, ..., Xn es una muestra aleatoria extraída de esta población. Obtenga los EMC de los parámetros A y B.
Solución

Paso 1: ei = Yi – (A + BXi )    ( 
G(A,B) = (e²i = ( [Yi – (A + BXi )]²

Paso 2: 
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Paso 3: Igualando a 0 las dos ecuaciones:



([Y – (A + BX)] = 0 

(Y – nA - B(X       = 0    (1)


([XY – AX – BX²] = 0
(XY - A(X - B(X² = 0   (2)

Paso 3: Resolviendo las ecuaciones (1) y (2) obtenemos:
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Que son los estimadores mínimo cuadráticos de Y = A + BX + e

25. Supongamos que 8 ejemplares de cierto tipo de aleación fue producido en diferentes temperaturas y que se observó la durabilidad de cada ejemplar. La siguiente tabla muestra estos datos donde Xi representa la temperatura y Yi la durabilidad del i-ésimo ejemplar,

a) Ajustar una línea recta de la forma Y = ( + (X + e a estos valores por el método de los mínimos cuadrados.

b) Ajustar una parábola de la forma Y = (0 + (1X + (2X² + e  a estos valores por el método de los mínimos cuadrados.
	i
	Xi
	Yi

	1
	0.5
	40

	2
	1
	41

	3
	1.5
	43

	4
	2
	42

	5
	2.5
	44

	6
	3
	42

	7
	3.5
	43

	8
	4
	42


Solución

a) Usando la solución del ejemplo anterior, si Y = ( + (X + e, entonces
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Para calcular estos estimadores las sumatorias correspondientes son:


(X = 18
(Y= 337
(XY = 764 

(X² = 51


Con lo cual 
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Por lo que la recta estimada será: 
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b) ei =Yi – ((0 + (1X +(2X²) ( G((0, (1; (2) = (e²i = ( [Yi – ((0 + (1X +(2X²)]² 

Derivando respecto a cada parámetro, simplificando e igualando a cero:


Respecto a (0 :  (Y – n(0 - (1 (X - (2 (X² = 0

(1)


Respecto a (1 :  (XY – (0 (X- (1(X² - (2 (X3 = 0

(2)


Respecto a (2 : (X²Y – (0 (X²- (1 (X3 - (2 (X4 = 0 
(3)


Resolviendo dicho sistema:



[image: image188.wmf]å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

-

-

-

-

-

=

=

-

-

-

-

-

)²

(

²

²

²

]

)²

(

²

²

²

²)²

(

[

3

2

3

3

4

2

X

X

n

Y

X

XY

n

X

X

X

n

Y

X

Y

X

n

X

X

n

X

X

X

n

X

X

X

n

X

X

n

b



Sin despejar (2 , reemplazamos las respectivas sumatorias y encontramos:


(2  = -0.64285714 

(1   = 3.44047619

(0  = 38.4821429


Con lo cual, la ecuación parabólica estimada es: Y = 38.482 + 3.441X – 0.643X²
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